SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

1. MECHANIKA-VEGESELEM MODSZER ELOADAS
(kidolgozta: Sziile Veronika, egy. ts.)

Bevezeto:

A szamitdégépes mérnoki tervezd rendszerek szinte mindegyike tartalmaz végeselem
modszeren alapuld analizis modulokat, amelyek szilardsadgtani, dinamikai, aramlastani,
hotani, elektromagneses, stb. feladatok mérndoki szempontok szerinti megoldasat teszik
lehetévé. Ezen programrendszerek hatékony felhasznaldsadhoz sziikség van azonban a
modszer elvi alapjainak, numerikus technikdinak ismeretére. Ezen ismeretek hidnya
modellezési tévedésekhez vezet, valamint gatolja az analizis eredmények megértését.

1. Végeselem modszer kialakulasanak torténete, a modszer fejlodése,
elterjedése, szerepe a mérnoki tervezéi munkaban
1.1. A modszer kialakulasanak torténete

Véges elemek: alkalmazasaval bonyolult (és bizonyos koriilmények kozott nem megoldhato)
feladatok egyszertsitése a cél. Az egyszerisités alapja, hogy a test geometriajat véges szamu,
kisebb és egyszertibb elemre bontjuk. igy a kevesebb és bonyolultabb szamitas helyett
egyszerilibb szamitast kell végezniink.

A diszkretizacio alkalmazéasa geometriai problémak megoldésara:

» kor keriiletének, teriiletének meghatarozasa (1.1. abra),
» henger, gomb térfogatanak meghatarozasa.
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1.1.4bra: Kor teriiletének kozelitése

A kor teriiletének szdmitasakor a korlapot n darab egyenld szarti haromszogre bontjuk az
1.1. a) abra szerint. Ekkor a 7 kozelitd értékének és hibajanak alakuldsa lathato az 1.2.
abran a felosztas fliggvényében, ahol
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1.2.4bra: 7 szamitott értéke €s hibdja a felosztas ndvelésével

Tszu Csang Csik kinai mérnok (i. sz. 480-ban) feltételezhetden téglalapok segitségével
allapitotta meg, hogy 7 értéke 3,1415926 és 3,1415927 kozott van.

1.2. A variaciészamitas kialakulasa alapfogalmai
1.2.1. Brachisztochron-probléma

Masnéven legrovidebb idé probléma.

(Az egzakt (pontos) megoldas és a kozelitd megoldas kozotti lehetd legkisebb eltéreést
keressiik. )

A probléma: Tekintsiink két nem azonos magassagban és nem egy fliggdleges egyenesen
elhelyezkedd pontokat, valamint azokat a két pont altal kijeldlt fiiggdleges sikban levd
gorbéket, amelyeken egy anyagi pont a magasabb pontbdl kezddsebesség €s sturlddas nélkiil
inditva eljut az alacsonyabban fekvd pontba.

A kérdés az, hogy létezik-e ezen gorbék kozott olyan amit a pont minimalis 1d9 alatt fut be €s
ha igen, hogyan lehet meghatarozni?
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1.3.4bra: Brachisztochron-probléma
A Kkeresett y fliggvény grafikonja atmegy a B, és P, pontokon, tehat:

y(0)=0¢és y(x,)=y, .

Energiamegmaradas tétele a kitlizott feladatra:

Lo mgy
2

A sebesség:

_ds
dt

Az elemi Gthossz: (ds)2 = (dx)2 +(dy)2

(1.2) egyenletben a tomeggel egyszerlisitve és behelyettesitve (1.3)-t és (1.4)-t:
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rendezve:
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A valtozok szétvalasztisaval az ut megtételéhez sziikséges 1do:

I “1+ ylz dx

(1.4)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

fgy tehat keressiik azt a figgvényt, amely eleget tesz (1.1)-nek és amelyre (1.8)-nak

minimuma van. A megoldas egy ciklois:



y(t):clarcsini—«/ZClx—x2 +C, , (1.9)

Cl
ahol c,c, allandok az (1.1) feltételekbdl hatarozhatok meg.

A nevezett probléma, amikor egy skalar fliggvény minimalizaladsédhoz fiiggvényt kell keresni
inditotta el a variacidszamitas alapgondolatat és annak fejlodését.

1.2.2. Funkcionalok, variacio

A brachisztochron problémahoz hasonlé probléma a természettudomanyokban gyakran
eléfordul.

Bizonyos mutatok, mennyiségek értékét fiiggvények hatdrozzak meg. A legegyszertibb eset
egy hatarozott integral értéke, amely a kivalasztott fiiggvénytdl fliigg, de ilyen egy ivhossz,
feliilet, térfogat vagy tartd potencialis energidja is. Az ilyen mennyiségeket funkcionalnak
nevezziik.

Definicio: valamely halmaznak egy a valé szdmok halmazaba torténd leképezését (valos)
funkcionalnak vagy operatornak nevezziik.

Az altalanos matematikai definicié specialis esete, amikor a fiiggvények halmazanak a valos
szamok halmazaba valo leképezését nevezziik funkcionalnak.

Legyen f € R® - R adott fiiggvény, és y € R — R megengedett fiiggvény, amely

értelmezési tartomanyan folytonosan derivalhato y € C, [Xl, Xz] ¢s atmegy a tartomany

szélein rogzitett P (X, Y;) , P,(X,,Y,) pontokon:

(%))=Y (%)=, . (1.10)
Ekkor minden y fiiggvényhez rendeljiik hozza az

Xy

I[y]:jf(x,y(x),y'(x)dx) (1.11)

X
valos szamot. fgy értelmezziik az | funkcionalt.

A feladat legtobbszor a funkcional szélséértékének meghatarozasa. A szélsoértek lehet
abszolut vagy lokalis.
» Hal [y] funkcional teljes értelmezési tartomanyan fenndll, hogy § ey fiiggvényre,
hogy I[y]=1[¥], akkor 1[§¥] abszolit minimum.
> Hal [y] funkcional értelmezési tartomanyanak egy részén fennall, hogy | [y] > | [}7]
akkor 1[] lokalis minimum.

A variacioészamitas klasszikus értelmezése analogia mutat a differencialszamitassal. Lagrange
a differencialszamitas mintdjara bevezette a variaciot (jele o ) és definialta a miiveleti
szabalyokat.



.....

5y(%)=0és 5y(x,)=0. Syatartomany X, és X, végpontjaiban ismert
fiiggvényértékeknél eltlinik, kozte tetszéleges. Ekkor y = y+38y egy fiiggvénysereget
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értelmezziik, hogy

X Xz X

1.4. édbra: Variaci6é Lagrange-féle klasszikus értelmezése

sl=[of dx . (1.12)

Xy

A feladat § megoldasat akkor kapjuk, ha a funkcionalnak minimuma van. Variacios
megfogalmazasban

51 =0. (1.13)

Ez a széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele.
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minimumon alapulé modszer esetében definialhatjuk egy probléma egzakt és kozelitd
megoldasat.

Egzakt megoldas: ha az Osszes lehetséges fliggvény koziil valasztjuk ki azt, amelyre a
funkcional minimalis.

Ennek eldallitasa csak nagyon egyszerii esettekben lehetséges. A legtobb esetben az egzakt
megoldast nem tudjuk megtalalni, mivel analitikusan nem tudjuk megoldani az egyenleteket,
a végtelen szamu fiiggvény k6zol mindet megvizsgalni szintén nem lehetséges. A problémat
akkor is meg kell oldani, ha nem tudjuk a pontos megoldast eléallitani, ekkor kozelitd
megoldast kerestink.

Kozelité megoldas: ha nem az dsszes lehetséges fliggvény koziil valasztjuk ki azt, amelyikre
a funkcional minimalis.

A kozelitd megoldasok megkeresésére jottek 1étre a direkt modszerek. Az Euler-féle torott
vonalak Euler-variacios modszerének elemei voltak. A mddszer a matematika modern
eszkozeinek birtokaban ujra elétérbe keriilt, és a varidcidszamitas direkt modszerének alapja.



1.2.3. Direkt modszer

A funkcional szélso értékét ado extremalis fliggvények meghatarozasa volt a variacioszamitas
elsé problémainak egyike.

Euler mddszerének Iényege, hogy vezessiik vissza a problémat véges sok valtozotol fliggd
fliggvények szélsoértékeinek vizsgalatara. Azaz megengedett fliggvényeknek véges sok (n
szamu) adattal leirhato fliggvényeket vesziink €s a funkcionalként definialt integralt (1.11)
egy kozelitd 0sszeggel helyettesitjiik. Ha ntart a végtelenhez, a kozelit dsszeg tart az
integral értékéhez.

1.3. Ritz-modszer

A Ritz-moddszerben a variaciészamitas direkt modszerét alkalmazzuk kozelité megoldas
keresésére, a végeselem-modszertdl eltérden itt még teljes a tartomanyt egy fliggvénnyel irjuk
le.



1.4. Modern végeselem modszer kialakulasa

1.4.1. Eromodszer
Az 1940-s években jelentek meg a sugarhajtasu repiildgépek. A nagy sebesség miatt
bonyolultabb geometridju szerkezetek kialakitasara volt sziikség, csapott és delta szarnyakra.
Ezek szamitdsara a kordbbi mddszerek nem felelnek meg, ugyanis a repiilésnél nem lehet a
szamitasi bizonytalansdgokat nagyobb biztonsagi tényezdkkel kompenzalni, mert a
felhasznalt anyagok is dragabbak, valamint az lizemeltetési koltségek is magasabbak. Ez volt

az oka annak, hogy felmeriilt az igény bonyolult geometridkat is megfeleld pontossaggal
kezeld szamitasi modszerre.

Levy nevéhez fiizodik az er6médszer alkalmazasa, ami a klasszikus rugalmassagtan
alapjain az erdk egyensiilyabol indul ki, és ebbdl szamit ki elmozdulasokat. 1947-ben
csapott szarnyu repiilogépekre publikalta megoldasat. Delta szarny esetében problémak
meriiltek fel az erdmodszer alkalmazéasaval, mas megoldasra volt sziikség annak
megoldasahoz.



1.4.2. Mozgasmédszer/Elmozdulasmddszer
Az erémddszerrel parhuzamosan kutatasok folytak az elmozdulasokon alapuld modszer
kifejlesztésére és alkalmazasara is. A Boeing cég egy Turner altal vezetett kutatocsoportja
1956-ban publikalt egy uj mddszerrel megoldott problémat. Ennek 1ényege egy feltételezett
elmozdulasokkal felirt merevségmatrixon alapulé médszer gyakorlati alkalmazésa volt, ami
modern végeselem modszer 1ényegét mar tartalmazta.

Ezt kovetden megsziilettek a két és haromdimenzids alkalmazasok, nagy lehajlasi és egyéb
geometriai €s anyagi nemlinearis megoldasok.
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felismerése utan a 60-s években a rugalmassagtan variacios elveinek alapjaira helyezték a
végeselem-modszert.

Ekkor terjedt el széles korben a virtualis elmozduldsok elvén alapulé modszer, és szinte
egyeduralkodova valt. Az alkalmazott matematikai problémak és kidolgozasuk, a
szamitastechnika fejlodése folyamatosan tart.

A végeselem-moddszert ma mar szerkezeti, ho-, €s dramlastani, elektromos, magneses linearis
¢s nem lineéris feladatokra és ezek kombindcioira, kapcsolt feladatokra is alkalmazzak. A
szamitogépek teljesitménye €s a piacon megtalalhato szoftverek kezelhetdsége eljutott arra a
szintre, hogy a mérnokok kezébe egy konnyen tanulhat6 és felhasznalobarat eszkozt adnak.
Azonban az elméleti ismeretek hidnyaban a peremfeltételek, modellek nem megfeleld
kivalasztasaval a kapott megoldas sok esetben nem a valosagos feladat megoldésa.



1.5. Végeselem modszer a miiszaki gyakorlatban

A végeselem modszer elterjedése a miiszaki gyakorlatban megvaltoztatta a klasszikus gyartasi
folyamatot (1.6. abra), beépiilt a gyartasi lancba.

Tervezes |—m Prototipus o Probanzem megfelel

legyartasa

Gyartas

3

nem felel meg

1.6.  abra: Klasszikus gyartasi modell egyszertisitett folyamatabraja

A gyartasi koltség nagy része a kisérleti darabok legyartasa és probaitizemének végrehajtasa.
Mivel ezekhez sziikség van anyagra, annak megmunkalasara, a probaiizemhez szilikséges
peremfeltételek biztositdsara, kisérleti eszkdozokre. Valamint sziikség van mind a prototipus-
gyartas, mind a probalizem elvégzéséhez megfeleld szakszemélyzetre. Ezen koltségek csak
akkor tériilnek meg, ha nagy a darabszam és/vagy magas a termékar. Ezt a koltséget csokkenti
jelentds mértékben a végeselem szimulacio.

—
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1.7.  Végeselemes szimulacioval segitett gyartasi modell
A sziikséges prototipusok szdmat csokkenti a végeselemes szimulacid, amennyiben jol
modellezhetd problémardl van szo, akkor akér el is hagyhatd a prototipus legyartésa.
Ekkor mar azonnal beindithatd a sorozatgyartas, és elégséges a nullszérian probaiizemet
végezni.

A szimuldci6 nemcsak a szildrdsagi vizsgalatok teriiletén ad segitséget, hanem a
technologiai tervezéskor is. Léteznek olyan célszoftverek is, amelyekkel egy froccsontési,
kovacsolasi, mélyhuzasi, stb. folyamatot tudunk szimulalni, igy ezek a magas
szerszamkoltségli gyartasi modszerek is olcsobba valnak.

A tervezéskor alkalmazott végeselem-modellezés tobb tertiletre is kiterjed:



» termék szilardsagi, hotani, aramléstani, elektromos, magneses vizsgalata
felhasznalasi koriilmények kozott, amely a termék mindségét javitja, koltségét (pl.
sulyat) csokkenti;

cres

optimalis koltségli, de megfeleld termék gyartastervezéséhez,
» szerszamok szimulacioja, amely azok élettartamat, optimalis {izemi feltételeit
adja.

Feladat, mechanikai modell, lehetséges megoldasok:
Szerkezet

“« )
Anyag,terheles, alak, Alakvaltozas (kis, nagy),
megfogas l héhatas

Redukalas egy vagy kétméretii feladatra

Mechanikai modell eldallitasa

differencialt egyenletrendszer-egyenlétlenség

integralt egyenletrendszer-egyenlétlenség

« ' S
Pontos Kozelitd

A - - ‘ 7
Differencia modszer Energetikai modszerek
Ritz-féle mddszer
Reissner-féle modszer

A végeselem programrendszerek altalanos felépitése
A végeselem analizis a fizikai szerkezet matematikai modelljét testesiti meg, mely tartalmaz
minden olyan jellemz6t (elemek, peremfeltételek, anyagmindségek, stb.), mely a fizikai
valosadgot modellezi. A végeselem modszer elve a geometria véges elemekre vald felosztasa
(Ggynevezett végeselem halo készitése), az elemeket 0sszekotd csomopontokra hato
terhelések és ezek altal létrejott kimend mennyiségek kozotti Osszefiiggést meghatarozo
egyenletrendszer megoldasa. A végeselem analizis harom konnyen szétvalaszthatdé modulra
bonthatd, ezek az el6készités (preprocess), megoldds (process), valamint a kiértékelés
(postprocess), melyeket az 1. és 2. tablazat is bemutat. Azonban ezeket a 1épéseket a dontési
szakasz eldzi meg.
1. Dontési szakasz: itt sziikséges megallapitani a probléma tipusat, majd ennek megfeleléen
kijeldlni a megoldashoz hasznalni kivant modszert, ami az alabb 1épéseket tartalmazza:

e az adott fizikai probléma tipusa (mechanikai, hdtani, stb.),

e az elemzés fajtdja (statikai, dinamikai, stb.),

e linearis vagy nemlinedris kozelitéssel kivanjuk vizsgélni a valdsagot,



az alkalmazni kivant modell tipusdnak megvalasztasa (3D-s testmodell, héj, rud,
sth.),

szimmetria kovetelmények teljesiilése (fél, negyed modell, tengelyszimmetria,
ciklikussag, stb.),

alkalmazott elemtipusok kivalasztasa (haromszog, négyszog, stb.),

atlagos elem-¢lhossz (halostiriiség), valamint helyenkénti halostirités (részletesség)
meghatarozasa,

peremfeltételek helyes megadasa (bizonyos alkatrészek kényszerekkel wvalo
helyettesitése).

2. Elokészités: a végeselem modell szimulaciora vald eldkészitése, amely az kovetkezo
1épésekbdl all:

1.

Anyagi tulajdonsagok (anyagjellemzok) definialasa, ahol meg kell adni a szerkezet

vagy a szerkezet egyes részeinek (vonal, feliilet, vagy akar véges elem) anyagait,

anyagjellemzait.

Geometria létrehozédsa (ez torténhet a szoftver altal nyujtott eszkozokkel, vagy

importalhato CAD-fajlokbol) pontok, vonalak, feliiletek, térfogatok segitségével.

Végeselem haldo generalasa (elemtipusok, elemméretek, elemkritériumok

megadasa), az alabbi szempontok figyelembevételével:

= a halét siiriteni kell azokon a tartomanyokon, ahol jelentésebb valtozas varhatd
a mechanikai mennyiségeket tekintve (példaul fesziiltség),

= a koncentralt erdk vagy nyomatékok tamadaspontjdra legyen csomdpont
felvéve,

* amegtamasztasi helyekre is kell csomdpontnak esnie.

Peremfeltételek ¢és terhelések (megfogasok, megtamasztasok, alkatrészkapcsolatok,

kényszerek, erdk, koncentralt vagy megoszl6 erdk, nyomatékok) megadasa.

tablazat: Végeselem szimuldcio elokészitése

Geometria modellezése




Anyagjellemz6k megadasa

My

Végeselem felosztas generéalasa

Kinematikai és dinamikai

peremfeltételek definialasa

3. Megoldas: a végeselem-szamitasi rész, ahol a kovetkez6 muveleteket kell elvégezni:
e a merevségi matrixok és terhelésvektorok eldallitasat (eldszor az egyes elemekre,
majd az egész szerkezetre),
e csomoponti terhelések és kinematikai peremfeltételek figyelembe vételét,
e a szerkezet linedris algebrai egyenletrendszerének megoldasat, amelynek
segitségével meghatarozasra keriilnek a szerkezet csomoponti elmozdulasai.

2. tablazat: Végeselem szimulacio és kiértékelése



Merevségi matrixok, terhelésvektorok
Megoldas eléallitasa, egyenletrendszer megoldasa,
elmozduldsmezd szdmitasa

Kiértékelés:
eredmények
megjelenitése,
elmozdulasok,
reakcioerok,
alakvaltozasok,
fesziiltségek

4. Kiértékelés: a felhasznald eldonti, hogy a szerkezet szilardsagtani allapotai koziil mit
vizsgal részletesen és mit szemléltet. {gy lehetéség van példaul:

e aszerkezet pontjainak elmozdulasat (deformalt alak) megtekinteni vagy a
o fesziiltségeket (az egyes fesziiltség-koordinatdkat kiilon-kiilon, vagy a redukalt
fesziiltségeket) kiértékelni.

A mai fejlett végeselem programok rengeteg segitséget nyljtanak a munka ezen szakaszaban
(példaul maximalis fesziiltség helyének, értékének kijelzése, alakvaltozas animacioként valo
megjelenitése):

e az eredmény modellen vald szemléltetésében (példaul kiillonbozd szinek
segitségével),

o deformécidk, alakvaltozasok megjelenitésében, animacidként vald dbrazolasaban,

e maximum és minimum értékek, valamint ezek helyének bemutatasaban.

Végeselem médszer: numerikus eljaras mérnoki, fizikai feladatok kozelitd megoldasara.
Az eljaras alapgondolata:

7
A X4

X/

A Kkeresett (ismeretlen) mezoket résztartomanyonként kozelitjiik. Az egész
tartomanyra (testre, alkatrészre) érvényes mezo6t résztartomanyokra felvett
mezok osszekapcsolasaval allitjuk eld.

A kitlizott rugalmassagtani feladat megoldasat valamilyen energiaelv
alkalmazasaval allitjuk el6é. Leginkdabb a Lagrange-féle variacios elv alkalmazasa
elterjedt, ahol az elmozdulas mez6 az elsddleges ismeretlen.

Az elmozdulds mezOn alapuld végeselem modszer felépitése:

— A testet (alkatrészt) tetszéleges alaku, véges szamu résztartomanyra, Gn. véges
elemre bontjuk.

— Az elmozdulds mez6t elemenként kiilon-kiilon kozelitjiik. A kozelitd
figgvények altalaban polinomok. Ezt lokalis kozelitésnek nevezziik.

— Az elemeken nevezetes, kitiintetett pontokat, in. csomopontokat vesziink fel.
Az elemenként felvett kozelitd fiiggvényeket a csomoéponti (elmozdulas)
paraméterek segitségével 0sszeillesztjik.

— A Lagrange-féle variacios elv alkalmazasaval a csomoponti paraméterekre
linearis algebrai egyenletrendszert kapunk,



— A linedris algebrai egyenletrendszerbdl meghatdrozzuk a csomoponti
(elmozdulas) paramétereket.

— A csomoéponti paraméterek ismeretében a test (alkatrész) barmely pontjaban
meghatarozhatok a szilardsagtani (elmozdulasi, alakvaltozasi, fesziiltségi)
allapotok.

Szamtalan mérnoki feladat megoldasara alkalmas:

» Szilardsagtani analizis,

» Sajatfrekvencia vizsgéalat,
» Optimalizalasi feladatok,

» Olajkorok 1D-s aramlastani eljarassal valo vizsgalata,
» Termomechanikai feladatok megoldasara: V6 3.01 TDI turbofeltoltd
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» Mechanizmusok (pl. vezérmi lanchajtas) tobbtestli rendszerként torténé modellezése
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2. Egydimenzids, rugalmas, peremérték feladat:

% Egydimenzios: egy darab valtozo (fliggvény) meghatarozasa a cél, azaz 1 darab
koordinatatol vald fiiggést jelent. Jelen esetben huzott-nyomott rid egyensulyi
egyenletének szdrmaztatasa a feladat (racsos tartoban csak ilyenek vannak).

» Rugalmas: a test visszanyeri allapotat, a terhelés megsziintetése utan.

s Peremérték feladat: differencial-egyenlet megoldasat jelenti, adott peremfeltételek
mellett.

Adott: | hosszisagu, A keresztmetszet(i, homogén, prizmatikus rad. A rad anyaga homogén,
izotrop és linearisan rugalmas, rugalmassagi modulusa E .

y

A A E p
....... ROAY
X
A
X .
|

1. dbra: Huzott-nyomott prizmatikus radfeladat

Prizmatikus rd: minden keresztmetszete egyforma.

A rud radirdnyu onsulyaval €s a véglapjan megoszlo erével terhelt.

A rad térfogatan egyenletesen megoszlo onsuly stirliségvektora: pg .

A rud jobboldali véglapjan megoszld, radiranya erdrendszer strliségvektora: p=p,€,
Tovabbi jelolések:

A, - befogasnal elhelyezked6 keresztmetszet, kinematikai perem,

A, - terhelésnél elhelyezkedd keresztmetszet, dinamikai perem,

Rud kozépvonala: rad S ponti szala, a keresztmetszetek S pontjai altal alkotott vonal. A
kézépvonal a rad mechanikai modellje.

U - elmozdulés vektor, jelen esetben x fiiggvénye (U(X) fiiggvényt kell meghatérozni),

p - feliileten megoszl6 terhelés.
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2. dbra: Hizott-nyomott prizmatikus rudfeladat egy dimenzids modellje

Terhelések redukalédsa a rud kozépvonalaba:

% Térfogaton megoszlo terhelés: pgAV = pgAAX = pgAAX

gAV AAX N
% Vonal mentén megoszl6 terhelés: pIAV _ PY [—g = _}
AX AX
% Véglapot terhel6 megoszl6 erd ereddje F= pXAp =p,AE =F¢€
F
X

Azaz Osszefoglalva, ismert a rud terhelése, geometriai adatai, anyagallandoi, terhelése. 3 db
egyenletet kell felirni a rad elmozdulasdnak megallapitdsdhoz, amelyek a kovetkezd
fejezetben keriilnek targyalasra.

2.1. A rud rugalmas peremérték feladatanak egyenletei

A huzott-nyomott prizmatikus rid rugalmas peremérték feladatanak egyenleteit a statikaban
és szilardsagtanban tanult ismeretek alapjan allitjuk eld.

Az adott feladat esetén keressiik az x iranyu, u (X) elmozdulast, mint a hely fiiggvényét. Az

elmozdulas fliggvény a rad Osszes pontjanak elmozduldsat magaban foglalja, ezért szokas
elmozdulas mezdnek is nevezni.

Kinematikai vagy geometriai egyenlet:

- /// -
/////// R
200 »
77 %///// 7/ 7 /// X

... ===

X dx du
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3. ébra: Elemi hosszsagu radelem hosszvaltozasa



A rud egy elemi hosszlisagu szakaszat, dx-t vizsgaljuk. x -szel jeldlt tavolsagra helyezkedik
el az origotol.

du(x
&, = d—() Kapcsolatot teremt az elmozdulasok és alakvaltozasok kozott.
X

Az alakvaltozas azt fejezi ki, hogy az eredeti hosszhoz képest mennyivel valtozik a rad hossza
(aranyszamot jelent).

Al . :
& = T ahol tulajdonképpen a du -k Osszessége megadja Al -t.

(Kinematikai egyenlet szarmaztatéasa:
u(x) u(x+Ax)
| |
X L AX ,I X + AX

4. abra: Elemi radszakasz elmozduldsa

Al 1'—
E=—F—="—",
o I
ahol
| =(X+AX)—Xx=AX o —
-t
I'=[(x+AX)+u(x+Ax) |-[ x+u(x)] x hely u(x) -t elmozdu
&, = ATI = % egyenletbe behelyettesitve, és hatarértékét véve:
.. = lim [(x+AX)+u(x+Ax) |- x+u(x)|-Ax bm u(x+Ax)-u(x) _du(x) )
AXx—0 AX Ax—0 AX dx

Egyensulyi egyenlet: a rad egyensulyban van, ha F=0.

xXvy
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5. abra: Az elemi hosszlisagl radelem egyensulya



dx hosszisagu elemi radszakaszt vizsgaljuk, ami az origotdl legyen x tavolsagra. A radon
beliil a két levagott radszakaszt belsd erdk helyettesitik. Mindkét ruderd pozitiv, azaz hiizésrol

beszéliink, kdzépen hat f,dx.

Ha tehat a rad egyenstulyban van, az er6k 6sszegének nullanak kell lennie.
Azaz:

—N (x)+ f,Ax+ N (x+Ax)=0 [—f,Ax [:AX
N (x+Ax)=N(x)

—f, /lim
AX Ax—0
N (X+AX)—N (X dN (x
lim ( ) ( ) = dN = ( ) =—f, Huzott-nyomott riud egyensilyi egyenlete,
Ax—0 AX dx dx

ami kapcsolatot teremt a terhelések és belso erék kozott, ahol a kapcsolat egy derivalt.

1. Megjegyzés:
Az f fiiggvény derivaltjan az
f (x+h)—f(x)

f'(x):=lim

h—0
hatarértéket értjiik (feltételezve, hogy 1étezik és véges).
2. Megjegyzés:

dT
aM,, _ T, , ¢
dx dx
Nyomatéki egyenlet differencialis alakja Radra meréleges terhelés.

Anyagegyenlet: Hooke-torvény: linedrisan rugalmas anyagrol van szo.
o, = E &, (egydimenzids eset),
ahol

N

o, = " (N =0, A) - normal fesziiltség,

E - rugalmassagi modulus,

&, - fajlagos nyulas.

o,=E-¢, [‘A

o.-A=N=A-E.g anyag egyenlet: kapcsolatot teremt a belso erdk és az alakvaltozas

kozott.

Kinematikai peremfeltétel: az elmozdulésra vonatkozo feltételt jelenti. (Ez ebben az esetben
a befogésra vonatkozik, ahol a rud vizszintesen biztos, hogy nem tud elmozdulni). Az 1. dbran
lathato A, feliiletnél adott az elmozdulas értéke:

u(x=0)=u(0)=0.



Dinamikai peremfeltétel: a terhelésekre vonatkozo feltételt jelenti. Jelen esetben csak a test
feluletere, peremére vonatkozo terheléseket vesszik figyelembe. A 2. dbran lathato A,
feliiletnél adott a terhelés értéke:

N(x=1)=F, .(Amennyiben a ruderd befelé mutat, negativ eldjelet kell kitenni, mert

nyomasrol van szo).

A rugalmas peremérték feladatban tehat az u(x) elmozdulas, ¢, fajlagos nyulas, ,N
ruder6 harom ismeretlen fiiggvény fordul elo.

Osszefoglalva: a rugalmas peremérték feladat megoldasdhoz pedig rendelkezésiinkre 4ll a
rugalmassagtan egyenlet-rendszere huzott-nyomott ridra, valamint a kinematikai és
dinamikai peremfeltétel.

du(x)
dx

Kinematikai egyenlet : ¢, (x) =

dN (x)

Egyensulyi egyenlet : =—1f 3 db skalar egyenlet, 3 db skalar fiiggvényt jelent

X

Anyag egyenlet: N = A-E - g,

Tehat ezen 3 egyenlettel és a két peremfeltétellel adott peremérték feladat analitikus
megoldasat szokas tényleges megoldasnak vagy egzakt megoldasnak nevezni.



2.2. A rud rugalmas peremérték feladatanak analitikus megoldasa:

du(x)

A kinematikai egyenletet (&, (x)= v ) behelyettesitjiik az anyag egyenletbe:
X

N(x)=A-E-&(x)

dN
N(X):A-E-du—(x) Ezen kifejezést pedig az egyensulyi egyenletbe ( (x) :—fXJ

dx dx

helyettesitjiik:

d
(g dux) —_f,
dx dx

d2u(x) , o | o

A-E- v =—f, A rid homogén, prizmatikus, igy az AE szorzat kiemelheté a zarojel

X

elé, igy a feladathoz megkapjuk az elmozdulasra vonatkozé alapegyenletet. Valamint A és E
konstansok, igy oszthatunk veliik.

ae M0 A

dx? "
diu(x) —f, . y -y S
=—>% Masodrendi differencial egyenlet, amit kétszer kell integralnunk. (Konstans
dx* A-E
integralja: konstans-szor x+konstans, ahol f,  konstans megoszl6 terhelés.)
d®u f
— = /| dx
dx* A-E I
du(x
( ):— fy X+C, /J dx
dx A-E

f
u(x)=-=—2=x*+Cx+C, , ahol a konstansok meghatarozasa a peremfeltételek, mindig az
2A-E S

adott feladatra vonatkozo peremfeltételek meghatarozasaval torténik.
Tehat a peremfeltételek (N (x=1)=F,u(x=0)=u(0)=0) felhasznalasaval a kovetkezSket

kapjuk:
a dinamikai peremfeltétel szolgaltatja az elsd konstanst:
du(l
N(x):A-E-L:AE-d—u , ahol
dx dx|,.,
du(x) f du(l) ( f j
=——*-x+C, ,igyazegyenlet: N(x)=A-E- =AE| ——=x+C =F,
dx AE o BYesy () dx A-E Yl
f
:A-E(— X X+C1j =F,
A-E o
——f (x)l+AEC, =F, L saltily
AE

Valamint a kinematikai peremfeltétel segitségével kapjuk a masodik konstanst:



X

u(x)
Azaz a peremfeltétel figyelembevételével:

f

X

u(o)=0=—2A E

Ex2+C1x+C2

0?+C,0+C, = C,=0.

Ezek utan az analitikus vagy tényleges megoldas zart alakban irhat6 fel:

X

2A-E
fX

u(x)
u(x)

valamint:

F.+f(x)l
AE

2A-E

x2+[

_ g 3ul)
N(x)=AB-— =

Jx+0,
AE(— fy
A-E

F.+fl

x* +Cx+C, (behelyettesitve)

X+C, ] (behelyettesitve)

AE

AE(— f X+
A-E

X
Az analitikus megoldas abrazolasa:
y A

\

A

—f -x+F +f, I

J

y=ax’+b

/

4

-

di y =-ax’ —Xb

6. abra: Parabola abrazolasa

F + f(x)I
u(x)=- f X2+ F+il x+0 4brazolasa (nevezetes pontoknal térténd
2A-E AE
behelyettesitéssel):
u(x=0)=0 s
E +f(x) avo]
u(x=1)=- Ty 17+ =2 (x) l+0| =
2A-E AE
1. tdblazat: Elmozdulas fiiggvény abrazolasa
du(l f F.+fl
N(x)=A-E- ( )zAE — iy D =—f,-x+F + f, -l abrazolasa (nevezetes
dx A-E AE

pontoknal torténd behelyettesitéssel):



Megjegyzés: y = a X+ b Egyenes egyenlete.
meredekség vy tengellyel vett metszéspont

Z
—
x
I

O):Fx+fx-l}

y=Riders fiiggvény
600

550 +

500 -

350 4

300 +

N(x)

250 4

200 4

150

100

50

2. tdblazat: Ruder6 fliggvény abrazolasa

Egy mechanikai peremérték feladat megoldasa tobbnyire csak egyszerii esetekben ismert,
mint a fent vazolt feladat is mutatja. Osszetett térbeli feladat esetén az analitikus megoldasat
nem tudjuk eldéllitani, csak kozelitd megoldassal tudunk szolgalni. A tovabbiakban ezen
egyszerll egydimenzios feladat kozelité megoldasanak bemutatasara keriil sor.

2.2.1. Példak kinematikai és dinamikai peremfeltételek megadasara:

yA Kinematikai peremfeltétel: u(0)=0
Dinamikai peremfeltétel: N (1)=F,
FX
TX
I
yA Kinematikai peremfeltétel: u(l1)=0

Dinamikai peremfeltétel: N (0)=—-F

X

A\ 4

Xy




yA Kinematikai peremfeltétel: u(l1)=0
Dinamikai peremfeltétel: N (0)=F,
FX
) X
yA Kinematikai peremfeltétel: u(0)=0
Dinamikai peremfeltétel: N (1)=—F,
FX

- X
Kinematikai peremfeltétel: u(0)=0
Dinamikai peremfeltétel: N (1)=F,

i > >

X

Kinematikai peremfeltétel: u(0)=0
Dinamikai peremfeltétel: N (1) =—F,

Kinematikai peremfeltétel: u(l1)=0
Dinamikai peremfeltétel: N (1)=—F,

Xy

Kinematikai peremfeltétel: u(l1)=0
Dinamikai peremfeltétel: N (0)=—F

X




2.2.2. Példak perem érték feladat megoldasara:

1. példa:

y A Kinematikai peremfeltétel: u(0)=0

Dinamikai peremfeltétel: N (I) =

f)(
e F, Kinematikai egyenlet : ¢, (x )

\ 4

xv

| Egyensulyi egyenlet : de(X) =(+) f,
X

Anyag egyenlet:N = A-E-¢,

Megoldas:
: L du(x) e
A kinematikai egyenletet (&, (x)= o ) behelyettesitjiik az anyag egyenletbe:
X

N(x)=A-E-&(x)

dN (x
N(X)=A~E-dud—E(X) Ezen kifejezést pedig az egyensulyi egyenletbe ( (x) :+fX]

helyettesitjik:

d [A g dulx )j_ ;|

dx dx

d-u
A-E- . (2 ) = f, A rtd homogén, prizmatikus, igy az AE szorzat kiemelhet6 a zarojel elé,
X

igy a feladathoz megkapjuk az elmozduldsra vonatkoz6 alapegyenletet. Valamint A és E
konstansok, igy oszthatunk veliik.

ae 880

dx? "

d’u(x)  f,

dx?>
integralja: konstans-szor x+konstans, ahol f, konstans megoszlo terhelés.)
du f
—=— /| dx
dx* A-E -[
du(x

dul) __1, /{ dx

dx A-E

f,

u(x) = x*+C X+C, , ahol a konstansok meghatdrozasa a peremfeltételek, mindig az

adott feladatra vonatkozo peremfeltételek meghatarozasaval torténik.
Tehat a peremfeltételek (N (1) =F,,u(0)=0) felhasznalasaval a kdvetkezéket kapjuk:

a dinamikai peremfeltétel szolgaltatja az els6 konstanst:




du(x) du

N(x)=A-E- =A-E-—| ,ahol
dx dx|,.,
du(x) f du(l) ( f j
=—2*_x+C, ,igyazegyenlet: N(x=1)=A-E =AE| —X—x+C =F
d  AE R (x=1) dx AET T
f
:A-E[ : X+C1j =F,
A-E .
= fl+AEC, =F = clz':x_fx
AE
Valamint a kinematikai peremfeltétel segitségével kapjuk a masodik konstanst:
fy 2
u(x)==—==x"+Cx+C
( ) 2AE 1 2
Azaz a peremfeltétel figyelembevételével:
fX
u(O)=O=2A E02+C10+C2 = C,=0.
Ezek utan az analitikus vagy tényleges megoldas zart alakban irhat6 fel:
fy 2
u(x)=—7==x"+Cx+C, (behelyettesitve
( ) OA.E 1 2 ( y )
F - f(x)l
u(x)= T yo |2 () x+0,
2A-E AE
valamint:
N(x)=AE- L e[ f s ) behelyettesitve)
=A-E- = chelyettesitve
dx AE Y
du (I —
N(x)=A-E- ( )=AE L X+ ERE fo-x+F —f, I
dx AE AE
2. példa:
yA Kinematikai peremfeltétel: u(21)=0
f Dinamikai peremfeltétel: N (0)=F,
4FX > > > > > » > 5 du(x)
é X | Kinematikai egyenlet: ¢, (x) = ]
X
1 I 1 I
< >« ) dN (x
Egyensulyi egyenlet : (x) =(-) f,

Anyag egyenlet:N = A-E - ¢,

Megoldas:

du(x)

A kinematikai egyenletet (&, (x)= o ) behelyettesitjiik az anyag egyenletbe:
X

N(x)=A-E-&(x)




d dN (x
N(x)=A-E- ud(x) Ezen kifejezést pedig az egyenstlyi egyenletbe ( d(X) :—fXJ
X

helyettesitjiik:

d A.E.du_(x) ——f,

dx dx

d?u(x) ) ] . . , . v
A-E- o =—f, A rid homogén, prizmatikus, igy az AE szorzat kiemelheté a zarojel
X

elé, igy a feladathoz megkapjuk az elmozdulésra vonatkozé alapegyenletet. Valamint A és E
konstansok, igy oszthatunk veliik.

A-E-M:—f /:(A-E)

dx’ ”

d?u(x) f ) Lo ., L . .

v =— Masodrendi differencial egyenlet, amit kétszer kell integralnunk. (Konstans
integralja: konstans-szor x+konstans, ahol f, konstans megoszlo terhelés.)
d’u f

=-——= /| dx
dx*  A-E I
du(x
) ___*f x+C, /] dx
dx A-E
f

u (X) =—— = x* +Cx+C, , ahol a konstansok meghatarozasa a peremfeltételek, mindig az

adott feladatra vonatkozo6 peremfeltételek meghatdrozéasaval torténik.
Tehat a peremfeltételek (N (0) = F, ,u(2l)=0) felhasznalasaval a kovetkezoket kapjuk:

a dinamikai peremfeltétel szolgaltatja az els6 konstanst:

du(x
N(x):A-E-L:A-E-d—u , ahol
dx dx|,_,
du(x) f
=——2x+C, , i az egyenlet:
dx AE 1 gy gy
du(x
N(x:0)=A-E~L=AE _LXJFCI -F,
dx A-E o
f
:A-E(— x X+Clj = F,
A-E -0
F
=—-f x+AEC, =F, = C=—.
AE

Valamint a kinematikai peremfeltétel segitségével kapjuk a masodik konstanst:

u(x)= f, x* +Cx+C,

2A-E
Azaz a peremfeltétel figyelembevételével:
u(2)=0=- L 4I2+izl+c2 = C,= i g2 By
2AE AE AE AE



Ezek utan az analitikus vagy tényleges megoldas zart alakban irhat6 fel:

u ( x) =— 2;\* = X2 + C,x+C, (behelyettesitve)

u(x)=- f, X%+ R X+L2|2— R 21,
2A-E AE AE AE

valamint:

N(x)=A-E (;_i = AE (— AfXE x+C, j (behelyettesitve)

N(X)=A-E-d—u:AE(— f, X+C, =AE[— f, x+i =F —fx
dx A-E A-E AE



